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In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daf nach der molekularkinetischen Theo-
rie der Warme in F| i

Kérper von mil isch sicht-

der Wirme von sol-

barer Gréfe infolge der

cher Grofe ausfithren miissen, daf diese Bewegungen leicht mit dem Mikro-
skop nachgewiesen werden ksnnen. Es ist méglich, daf dic hier zu behandeln-
den Bewegungen mit der sogenannten ,Brownschen Molekularbewegung®
identisch sind; die mir erreichbaren Angaben iiber letzere sind jedoch so un-
genau, daR ich mir hieriiber kein Urteil bilden konnte.

Wenn sich die hier zu behandelnde Bewegung samt den fiir sie zu erwarten-

den GesetzmifRigkeiten wirklich beobachten lift, so ist die klassische Ther-
d ik schon fiir mik isch T Riume nicht mehr als

genau giiltig anzuschen und es ist dann cine exakte Bestimmung der wahren
AromgréRe miglich. Erwicse sich umgekehre die Voraussage diescr Bewegung,
als unzutreffend, so wire damit cin schwerwicgendes Argument gegen dic

molekularkinetische Auffassung der Wirme gegeben.

§ 1. Uber den
osmotischen Druck.

ten Teilchen

Im Teilvolumen V* einer Fliissigkeit vom Gesamtvolumen V' seien 2-
Gramm-Molekiile eines Nichtelektrolyten geldst. Ist das Volumen V* durch
cine fiir das Losungsmittel, nicht aber fir die geldste Substanz durchlissige
Wand vom reinen Lésungsmitel getrennt, so wirke auf dicse Wand der soge-
nannte osmotische Druck, welcher bei geniigend groBen Werten von V*/2
der Gleichung geniige:
pV' =RTz.

Sind hingegen stare der gelésten Substanz in dem Teilvolumen V* der Fliissig-
keit kleine suspendierte Korper vorhanden, welche ebenfalls nicht durch die
fiir das Lo: i issige Wand

nach der klassischen Theorie der Thermodynamik — wenigstens bei Vernach-

kénnen, so hat man

ing der uns hier nicht interessierenden Schwerkraft — niche zu erwar-
ten, daf auf die Wand cine Kraft wirke; denn die ,freic Encrgic® des Systems
scheint nach der blichen Auffassung niche von der Lage der Wand und der

suspendierten Korper abzuhiingen, sondern nur von den Gesamtmassen und
Qualititen der suspendierten Substanz, der Fliissigkeit und der Wand, sowie
von Druck und Temperatur. Es Kimen allerdings fiir die Berechnung der
freien Energie noch Energie und Entropie der Grenzflichen in Betracht (Ka-
pillarkrifte); hiervon kénnen wir jedoch abschen, indem bei den ins Auge zu
d der Wand und der di

rungen der Groe und Beschaffenheit der Berithrungsflichen nicht cintreten

fassenden L

Kérper Ande-

mégen.

Vom der
aber zu ciner anderen Auffassung. Nach dieser Theorie unterscheidet sich cin-
gelstes Molckiil von cinem suspendierten Korper lediglich durch die Grofe,
und man sicht niche cin, warum einer Anzahl suspendierter Korper nicht der-
selbe osmotische Druck entsprechen sollte, wie der nimlichen Anzahl geldster

ie aus kommt man

Molekiile. Man wird anzunehmen haben, da8 die suspendierten Korper in-
folge der Molekularbewegung der Flissigkeit cine wenn auch schr langsame
ungeordnete Bewegung in der Flissigkeit ausfithren; werden sic durch die
Wand verhindert, das Volumen V* zu verlassen, so werden sie auf die Wand
Kriftc ausiiben, cbenso wic geldste Molekiile. Sind also 7 suspendierte Kor-
perim Volumen V*, also n/V* = v in der Volumencinheit vorhanden, und
sind benachbarte unter ihnen geniigend weit voneinander entferne, so wird
ihnen ein osmotischer Druck p entsprechen von der Grofie:

RT n _RT

VN

P v,

wobei N die Anzahl der in einem Gramm-Molekiil enthaltenen wirklichen

Molekiile bedeutet. Im niichsten Paragraph soll gezeigt werden, dag die mole-

kularkinetische Theorie der Wirme wirklich zu dieser erweiterten Auffassung
des osmotischen Druckes fiihrt.

§ 2. Der osmotische Druck vom Standpunkte der
molekularkinetischen Theorie der Wirme.
Sind p1 p2 . . . py Zustandsvariable eines physikalischen Systems, welche den

Zustand desselben bestimmen (z. B. die Koordina-

ten und Geschwindigkeitskomponenten aller Atome des Systems) und ist das
System der ich dsvar
von der Form

dieser

9py
2 ... =1,2...

o —evpp) (v )
gegeben, wobei Y- 52 = 0, so ist die Entropie des Systems durch den Aus-

druck gegeben:

= £+Zﬂlg/e = dp, ...dp,.
T
Hierbei bedeutet T' die absolute Temperatur, E die Energie des Systems, B
die Energie als Funktion der p,. Das Integral ist iiber alle mit den Bedingun-
gen des Problems vercinbaren Wertekombinationen der p, zu erstrecken. 3¢
ist mit der oben erwihnten Konstanten N durch die Relation 25N = R
verbunden. Fiir dic freie Energie F" erhalten wir daher:

R
F:f}fleg/c’%dp‘,..dp,:

Wir denken uns nun cine in dem Volumen V" cingeschlossene Flissigheit; in
dem Teilvolumen V* von V migen sich n geléste Molekiile bez. suspendierte
Kérper befinden, welche im Volumen V* durch cine semipermeabele Wand
festgehalten scien; cs werden hierdurch dic Integrationsgrenzen des in den
Ausdriicken fiir § und F auftretenden Integrales B beeinflut. Das Gesame-

volumen der gelésten Molckiile bez. suspendicrten Karper sci Klein gegen V*.
Dies System werde im Sinne der erwihnten Theorie durch die Zustandsvaria-

beln py . .. p; vollstindig dargestelle.

Wire nun auch das molekulare Bild bis in alle Einzelheiten festgelegt, so bote
doch die Ausrechnung des Integrales B solche Schwicrigkeiten, da® an cine
exakee Berechnung von F kaum gedache werden kénnte. Wir brauchen je-
doch hier nur zu wissen, wic ¥ von der Grofie des Volumens V* abhinge, in
welchem alle gelsten Molekiile bez. suspendierten Korper (im folgenden kurz
JTeilchen® genannt) enthalten sind.

Wir nennen @1, 31, 21 die Koordinaten des S

2. cines

des ersten Teilchens, @3, Y, 23 die des zweiten etc., Zn, Y, 2 dic des lewzten
Teilchens und geben fiir die Schwerpunkee der Teilchen die unendlich kleinen
parallelepipedfirmigen Gebiete dz dy1 dz1, dz dys dzs . .. da, dyy dzn,
n. Gesuche sei der Were des im Ausdruck fiir F
da die !

in den ihnen socben zugewiesenen Gebieten liegen. Dies Integral lif sich je-
denfalls auf dic Form

welche alle in V* gelegen

auftretenden Integrales mit der

dB = dzydys...dz. T

bringen, wobei J von dzy dy; ctc., sowie von V*, d. h. von der Lage der se-
mipermeabeln Wand, unabhingig ist. J ist aber auch unabhingig von der spe-
zicllen Wahl der Lagen der Schwerpunktsgebicte und von dem Werte von V*,
wie sogleich gezeige werden soll. Sei nimlich cin zweites System von unendlich
Kleinen Gebieten fiir die Teilchenschwerpunkte gegeben und bezeichnet
durch da| dy| dz}, dzly dy} dz} ... d, dy, d=), welche Gebiete sich von
den urspriinglich gegebenen nur durch ihre Lage, nicht aber durch ihre
Groe unterscheiden migen und ebenfalls alle in V* enthalten seien, so gilt
analog:
dB' = da} dy, ...dz,.J',
wobei
dedy, ... dz, = ) dy ... dz,.

Esistalso:

@ _J

B~ J
Aus der in den zitierten Arbeiten gegebenen molekularen Theorie der Wirme
lifle sich aber leicht folgern®, daR dB/B bez. dB'/B gleich ist der Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dag sich in cinem beliebig herausgegriffencn Zeitpunkte
die Teilchenschwerpunkee in den Gebieten (a1 - . . dzy) bez. in den Gebie-

ten (dz} .. . dz}) befinden. Sind nun die Bewegungen der cinzelnen Teilchen

(mit ist die Fliissigkeit
homogen und wirken auf die Teilchen keine Krifte, so miissen bei gleicher
Grofe der Gebiete die den beiden Gebietssystemen zukommenden Waht-
scheinlichkeiten cinander gleich scin, so daf gilt:

dB _dB'

B B’

Aus dieser und aus der zuletzt gefundenen Gleichung folge aber
J=dis

Es st somit erwicsen, daR J weder von V* noch von @1, 1 ... 2 abhingig
ist. Durch Integration erhilt man

B:/Jda,].,,dz"—w'"

und daraus

RT
—— g +nlgV'}

or _RTn RT,

v T V"N N

Do _
Durch diese Betrachtung ist gezeige, daf die Existenz des osmotischen Dru-
ckes cine Konsequenz der molekularkinetischen Theorie der Warme ist, und
da nach dieser Theoric geldste Molekile und suspendierte Korper von glei-
cher Anzahl sich in bezug auf osmotischen Druck bei grofer Verdiinnung
vollkommen gleich verhalten

§ 3. Theorie der Diffusion Kleiner suspendierter Kugeln.

In ciner Flissigheit scien suspendicrte Teilchen regellos verteilt. Wir wollen
den G i d dersclben hen unter der
Voraussetzung, dafl auf die einzelnen Teilchen eine Kraft K wirke, welche

vom Orte, nicht aber von der Zeit abhiingt. Der Einfachheit halber werde an-
genommen, daf die Kraft iiberall die Richtung der X -Achse habe.

Es sei v die Anzahl der 50 ist im

Teilchen pro
Falle des thermodynamischen Gleichgewichtes 1 cine solche Funktion von @,
daft fiir eine beliebige virtuelle Verriickung 6z der suspendierten Substanz die

Variation der freien Energie verschwindet. Man hat also:

SF=6E—-T65=0.

Es werde angenommen, daf die Fliissigkeit senkrecht zur X -Achse den Quer-
schnitt 1 habe und durch die Ebenen & = 0 und & = [ begrenzt sei. Man hat
dann:

!
6E = /Kv&:cdr
0

RT v
M) —Kvipam=0
oder
o
Kv—22—0

Die letzte Gleichung sage aus, daf8 der Kraft K durch osmotische Druckkrifte
das Gleichgewiche geleistet wird.
Die Gleichung (1) benutzen wir, um den Diffusionskocffizienten der suspen-

dierten Substanz zu ermitteln. Wir knnen den eben betrachteten dynami-

schen Gleichgewi als die Zweer in

Sinne verlaufender Prozesse auffassen, nimlich
1. einer Bewegung der suspendierten Substanz unter der Wirkung der auf je-
des cinzelne suspendierte Teilchen wirkenden Kraft K,

n der Physik, 4th serics, vol. 17, pp. 549-560. Leipzig: Johann Ambrosius Barch, 1905,

Public domain in France and in t

welcher als Folge der ungeordneten Bewegun-
gen der Teilchen infolge der Molekularbewegung der Wirme aufzufassen st.

Haben die suspendierten Teilchen Kugelform (Kugelradius P) und besicz die
Fliissigkeic den ReibungskoefFizienten k, so erceilt die Kraft K dem einzelnen

Teilchen die Geschwindigkeit
RE,
6mkP’

und es treten durch die Querschnittseinheit pro Zeiteinheit

vK
6mkP

Teilchen hindurch.

Bezeichnet ferner D den Diffusionskoeffizienten der suspendierten Substanz
und p die Masse cines Teilchens, so treten pro Zeiteinheit infolge der
Diffusion

il
0% Gramm
3
oder
%
%
oz
Teilchen durch die Q Da dynamisches Glei herr-
schen soll, so muf sein:
vK
2 = .
@ Gp 0
Aus den beiden fiir das dy he Gleichgewich d g
(1) und (2) kann man den Diffusionskocffizienten berechnen. Man erhilt:
p=EL L
N 6rhP

Der Diffusionskoeffizient der suspendierten Substanz hingt also auer von
universellen Konstanten und der absoluten Temperatur nur vom Reibungs-
koefFizienten der Flisssigkeit und von der GroBe der suspendierten Teilchen
ab.

§ 4. Uber die ungeordnete Bewegung von in einer
Fliissigkeit suspendierten Teilchen und deren Bezichung
zur Diffusion.

Wit gehen nun dazu tber, dic ungeordneten Bewegungen genauer zu untersu-
lekulart der Wirme | fen, AnlaR
2u der im letzeen Paragraphen untersuchten Diffusion geben

chen, welche, von der

Es mug offenbar angenommen werden, daf jedes einzelne Teilchen cine Be-

wegung ausfiihre, welche unabhingig ist von der Bewegung aller anderen
chen; es werden auch die Bewegungen cines und desselben Teilchens in ver-
schiedenen als der unal Vorginge aufzufas-
sen sein, solange wir diese Zeitintervalle nicht zu Klein gewahle denken.

Wir fishren cin Zeitintervall 7 in die Betrachtung cin, welches schr Klcin sci ge-
gen dic beabachtbaren Zeitintervalle, aber doch so gro, daf dic in zvwei auf-

einanderfolgenden Zeitintervallen 7 von einem Teilchen ausgefiihrten Bewe-

gungen als Ercignisse sind.

Scien nun in ciner Fliissigkeit im ganzen 7 suspendierte Teilchen vorhanden.

In einem Zeitintervall 7 werden sich die X-Koordinaten der einzelnen Tei
chen um A vergrofiern, wobei A fiir jedes Teilchen einen anderen (positiven
oder negativen) Wert hat. Es wird fiir A ein gewisses Hiufig
die Anzahl dn der Teilchen, welche in dem Zeitintervall T cine Verschicbung

itsgesetz gelten;

erfahren, welche zwischen A und A + dA liegt, wird durch cine Gleichung
von der Form

dn = np(A)dA
ausdriickbar sein, wobei
oo
/ P(A)da=1

und ¢ nur fiir sehr kleine Werte von A von Null verschieden ist und die

Bedingung
¢(4) = p(=4)
erfiillt.

Wir nun, wie der Di

wir uns wieder auf den Fall beschrinken, daR die Anzahl v der Teilchen pro

von ¢ abhinge, wobei

Volumeneinheit nur von z und ¢ abhingt.

Es sei

f(x,t) die Anzahl der Teilchen pro Volumeneinheit, wir berech-
nen die Verteilung der Teilchen zur Zeit ¢ + T aus deren Verteilung zur Zeit ¢
Aus der Definition der Funktion ¢(A) ergibe sich leicht die Anzahl der Teil-
chen, welche sich zur Zeit t 4 7 zwischen zwei zur X-Achse senkrechten
Ebenen mit den Abszissen ¢ und « + dz befinden. Man erhile:

o
Fa,t+r)de = da. / Fla+ A)p(A)da.

e

Nun kénnen wir aber, da T sehr klein ist, setzen:

j(x,t+r)7/(x,t)+1%A

Ferner entwickeln wir £(2 + A, t) nach Potenzen von 4:

0f(w1) | 4 P4(a,1)

o o a7 mink.

flz+4t)=fzt)+A
Diese Entwicklung kénnen wir unter dem Integral vornehmen, da zu letzte-
rem nur schr Kleine Werte von A ctwas beitragen. Wir erhalten:
420 oo
of of
froper=1 /gp(A)dAJr% Ap(4)dA
&*f

roo
2
5 | Feld)da ..

e United States

Auf der rechten Seite verschwindet wegen ¢(z) = ¢(—) das zweite, vierte
ctc. Glied, wihrend von dem ersten, dritten, fiinfien etc. Gliede jedes folgende
gegen das vorhergehende schr klein ist. Wir erhalten aus dieser Gleichung, in-
dem wir beriicksichtigen, daf

oo

/ o(A)da=

und indem wir
1 [
1 / 2 o(a)da-D
)

setzen und nur das erste und dritte Glied der rechten Seite beriicksichtigen:

af &’f
1] = =D=5.
® ot 9z
Dies ist die bekannte Differentialgleichung der Diffusion, und man erkennt,
daf D der DiffusionskoefFizient ist.

An diese Entwicklung lif sich noch cine wichtige Uberlegung ankniipfen.
Wir haben angenommen, da® die cinzelnen Teilchen alle auf dasselbe Koordi-
natensystem bezogen scien. Dies ist jedoch nicht natig, da dic Bewegungen
der cinzelnen Teilchen voncinander unabhingig sind. Wir wollen nun dic Be-
wegung jedes Teilchens auf ein Koordinatensystem bezichen, dessen Ut-
sprung mit der Lage des Schwerpunkes des betreffenden Teilchens zur Zeit
t = 0 zusammenille, mit dem Unterschiede, da jetze £ (z, ¢) da die Anzahl
der Teilchen bedeutet, deren X-Koordinaten von der Zeit t = 0 bis zur Zeit
t =t um cine GroRe gewachsen ist, welche zwischen @ und z + de liege
Auch in diesem Falle indere sich also dic Funktion f gem® Gleichung (1)
Ferner muB offenbar fiir & = 0 und ¢

F(&)=0 und /j(z‘,t]dxfn

sein. Das Problem, welches mit dem Problem der Diffusion von einem

hli der Wechselwirkung der diffundierend

Punkee aus (unter
Teilchen) ist nun

bestimmy; seine

Losung ist:

2
1) = .
A =T T

Die Haufigkeicsverteilung der in ciner beliebigen Zeit ¢ erfolgeen Lageninde-
rungen ist also dieselbe wie die der zufilligen Fehler, was zu vermuten war.
Von Bedeutung aber ist, wie die Konstante im Exponenten mit dem Diffusi-
onskoeffizienten zusammenhingt. Wir berechnen nun mic Hilfe dieser Glei-
chung dic Verriickung A, in Richtung der X-Achse, welche ein Teilchen im
Mittel erfihirt, oder — genauer ausgedriicke — die Wurzel aus dem arithmeti-
schen Mittel der Quadrate der Verriickungen in Richtung der X-Achse; es
ist:

Die mittlere Ve ist also der Qu aus der
Zeit. Man kann leich zeigen, daR die Wurzel aus dem Mittelwert der Qua-
drate der Gesamtverschiebungen der Teilchen den Wert A, v/3 besitzt.

§ 5. Formel fiir die mittlere Verschiebung suspendierter
Teilchen. Eine neue Methode zur Bestimmung der wahren
Gréfle der Atome.

In'§ 3 haben wir fiir den Diffusionskoeffizienten D eines in einer Fliissigkeit
in Form von Kleinen Kugeln vom Radius P suspendierten Stoffes den Wert
gefunden:

RT 1

N 6mkP’

Ferner fanden wir in § 4 fiir den Mittelwert der Verschicbungen der Teilchen
in Richtung der X-Achse in der Zeic t:

A = V2Dt.
Durch Eliminieren von D erhalten wir:

Vi JRT 1
VN smkp

Diese Gleichung lit erkennen, wie A, von T, k und P abhiingen muf.
Wir wollen berechnen, wie grof A, fiir cine Sekunde ist, wenn N gemi den
Resultaten der kinetischen Gastheorie 6. 10 gesetzt wird; es sei als Fliissig-
keit Wasser von 17° C. gewihlt (k = 1,35.102) und der Teilchendurch-
messer sei 0,001 mm. Man erhilt:

A: = 8.10"° cm = 0,8 Mikron.
Die mittlere Verschiebung in 1 Min. wire also ca. 6 Mikron.

Ungekehre Ii8e sich die gefundene Bezichung zur Bestimmung von N benut-

zen. Man erhilt:

Mge es bald cinem Forscher gelingen, dic hier aufgeworfene, fir die Theorie
der Wirme wichtige Frage zu entscheiden!

Bern, Mai 1905.
(Eingegangen 11. Mai 1905.)

In diesem Paragraph sind die Arbeiten des Verfassers iber die Grundlagen der
Thermodynamik als bekannt vorausgesetze (vgl. Ann. d. Phys. 9. p. 417. 1902; 11. p. 170.
1903). Fiir das Verstindnis der Resultate Arbeitist die

Arbeiten sowie dieses Paragraphen der vorliegenden Arbeit entbehrlich.

A.Einstein, Ann. d. Phys. 11. p. 170, 1903,

5 Vgl.z.B.G.Kirchhoff, Vorlesungen tber Mechanik, 26, Vorlesung § 4.
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